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11 | PARAMETRI FISICI CHE DESCRIVONO IL MOTO DI UN

FLUIDO

Si abbia una regione Q occupata da un fluido in condizioni di moto generico.
Ipotizziamo che sia incomprimibile, cioé che la sua massa volumica non vari
nel tempo ed assimiliamolo ad un sistema materiale continuo. Inoltre considereremo
il fluido perfetto in modo da poter trascurare gli effetti della viscositd Fissato un
sistema di riferimento ortogonale OXYZ, consideriamo una superficie chiusa S. La
massa di fluido che occupa lo spazio delimitato dalla superficie S laidentifichiamo
con Ms mentre quella che occupa lo spazio esterno alla superficie con Me. Le due
masse, durante il moto, interagiscono tradi loro attraverso la superficie S. Su questa
superficie, punto per punto, nascono delle forze che la massa Ms esercita sulla
massa Me che per il Il principio di Newton sono uguai e contrarie ale forze chela
massa Me esercita sulla massa Ms. L’aver assunto che il fluido sia perfetto ovvero
che gli effetti della viscosita siano trascurabili, implica che le forze che s scambiano
le due masse hanno direzione coincidente con la normale ala superficie nel punto in
cui esse agiscono. Dividiamo la superficie S in infinite aree infinitesime dS.

Pertanto definiamo pressione p nel punto P, (x,y,z) dl’istante t

_dF
[1.1] p(Xy,zt) = (g;[rg@

con dS area infinitesma centrata nel punto P, (x,y,2z) e dF il modulo della forza
che s scambiano le due masse attraverso la superficie infinitesima dS, al’istante t .

Laforza complessiva che agisce sulla superficie S risulta



[1.2] F :J pAdS

S

con n vettore del coseni direttori dellanormale alla superficie nel punto P(x,y,2).

Per poter descrivere il moto dell’intera massa liquida definiamo la funzione
vettoriale \7(x, y, z,t) che stabilisce una corrispondenza biunivocatrala velocita che
ha una particella di fluido quando all’istante t occupa la posizione individuata dal
punto P(x,y,z) ed il punto P(x,y,z). Fissato un sistema di riferimento ortogonale
OXYZ la funzione precedente pud essere espressa attraverso le sue componenti

scalari, ovvero
[1.3] V(X,Y,2t) =V, (%Y, 2,8) T +V, (X,y,2,1) ] +V, (X, y,zt) k

con 1,j,k versori delledirezioni OX,0Y,0Z .

Le due funzioni p(x,y,z,t) e V(x,y,zt) caratterizzano completamente la dinamica
del fluido. Note le condizioni iniziali in cui s trovail fluido e la geometria della
regione che occupa ,come si determinano queste funzioni ?

LaFisicaci viene incontro ricordandoci che durante il moto di un sistema materiale
continuo devono vaere le due leggi fondamentali:

1) lalegge di conservazione della massa

2) lall legge di Newton

L’ applicazione della prima legge ci portera ala scrittura di una equazione di
continuita che esprime I'invarianza della massa di un e€lemento di volume
infinitessmo dV = dxdydz durante il moto del fluido. Dall’ applicazione della Il

legge di Newton ricaveremo delle equazioni che esprimono |’ equilibrio, secondo



direzioni assegnate,delle forze che agiscono su un elemento di volume infinitesimo
dV = dxdydz.

Naturalmente le equazioni precedenti devono valere per tutti gli infiniti elementi di
volume dV in cui abbiamo diviso la regione dello spazio occupatadal fluido.
Applichiamo le due leggi viste sopra ad un fluido il cui moto avviene
prevalentemente lungo le due direzioni ortogonali dello spazio X e Z, ovvero
ogni particella & dotata di componenti di velocita V, e V, mentre V, é
identicamente nulla in tutto il dominio occupato da fluido. Ogni linea di flusso e,
quindi, una curva che appartiene ad un piano parallelo a OXZ.La pressione e la
velocita risultano quindi indipendenti dalla variabile y ed il moto del fluido s dira
“piano”.

Pertanto, definito il sistemadi riferimento ortogonale OXZ (v. fig. 1.1) il moto del

fluido e definito dalle funzioni

J V(x,zt) =V, (%,zt) [ +V, (X,21) |
[1.4]
p(x,z1t)

~

con i,] versori deledirezioni OX,0Z .
Assumendo un sistema di riferimento in coordinate polari (v. fig. 1.1) lavelocitaela

pressione risultano rispettivamente:

V(r,a,t) =V, (ra,t)f+V,(ra,t)f
[15]
p(r,a,t)

con f ef versori rispettivamente della direzione radiale e trasversae.



Fissato un punto P del piano larelazione cheintercorretra le coordinate cartesiane

(x,2) equellepolari (r,a) sono (v.fig. 1.1):

jx = X, + cos(a)
[1.6]
L z=2z, +rsin(a)

con r>0 e O positivo antiorario.

1.2 EQUAZIONE DI CONTINUITA'

II fluido occupa un dominio Q deg piano OXZ. Consideriamo un’'area

infinitesima dS=rdrda (v.fig. 1.2) individuata dalle coordinate polari (r,a).

Per la conservazione della massa il flusso di massa entrante dQ. deve essere

uguale aquello di massa uscente dQ, ; conlenotazioni di fig. 1.2 s ha

d d d
dQ: = pV,(r —Er,O(,tIr —Erjdadt +th(r,O( —;,tjdrdt

[1.7]

d d d
dQ, = pvr(r +Er,0(,tIr +?rjd0(dt +pvt(r,cx +?O(,tjdrdt

Sviluppiamo in serie di Taylor d primo ordine risultando dr,da infinitesimi.
Imponendo I’uguaglianza dei fluss cioé dQ. =dQ, e trascurando gli infinitesimi

di ordine superiore a secondo, risulta

v, 14V, V,
+——+-L =

[1.8] o roda r

0



equazione che deve essere soddisfattain tutti i punti del dominio Q occupato dal

fluido.

1.3 EQUAZIONI DI EQUILIBRIO

Consideriamo la massa di fluido che al’istante t occupa I’ area infinitesma
dS=rdrda. Perlall legge di Newton le forze che agiscono sulla massa di fluido
infinitesima devono equilibrare laforzad' inerzia che nasce nella massa stessa per
effetto del moto.

Consideriamo le azioni di forza agenti al’istante t sulla massa dm= prdrdo.La
risultante delle forze agenti su dS = r dr da ha componenti (v. fig. 1. 3)

n n C(do \—— . (da \— .
dF, = p, AD-p, BC+p,,sin > DC+ p,,Sin > AB - dmgsin(a)

[1.9]
da

_ da \—
dr, = py, co{7jAB— Py cos(?jDC—dmg cos(a)

ovvero, poiché sen(da/2) Oda/2,codda/2)01 le [1.9] si semplificano nelle

[1.10]

ol S Sl
dFr—r{r 2,G,tj(r 2do( r+2,a,t r+2dx

da do da ) do .
+r{r,a+ 2 ,t}dr 2 +r{r,a— 2 tdr 2 - pgrdrdasn(a)

d da
dF, = p(r,a —g,t))dr - p(r,a —2,t)dr - pr dr do gcos(a)



sviluppando in serie di Taylor e trascurando gli infinitesimi del terzo ordine, le

espressioni precedenti si semplificano in

drF, = —%rdadr —-pgrdrdasin(@)

[1.11]
op

{ dF, = —adrda —-pgrdrda cos{a)

Le forze d'inerzia che nascono per effetto del moto valgono

J dF. = -pa, (r,a,t)r dr da
[1.12]
dF, = -pa, (r,a,t)rdr da

con a,,a, le accelerazioniradiale etrasversaedella massa dm.
Imponiamo cheleforze esterne siano in equilibrio conleforze d'inerzia,cioé
J dF, +dF =0
[1.13]
dF, +dF, =0
sostituendo nelle [1.13] le espressioni [1.11] e [1.12] e dividendo per rdrda

otteniamo il sistemadi equazioni

9
J a—f+ pa, +pgsin(a) =0
[1.14]
1ldp

| [ 3g TP +Pgcos(a) =0

Esiste una relazione che lega le accelerazioni a,,a, che la massa dm assume
dl’istantet e la velocitd che possiede alo stesso istante.Lamassa € infinitesma
e quindi puo essere schematizzata come un punto materide P,il quale al’istante

t occupalaposizione (r,a) ed éanimato dauna velocita



[1.15] Vo (t) =V, (r,a,t)f +V, (r,a,t)f

All'istante t + dt per effetto dell velocita posseduta dal punto materiale la massa s

sposta nella nuova posizione individuata dalle coordinate polari

r=r+V dt

1.16 . V,
[1.16] o =a +Ttdt

ed assumelavelocita
[1.17] Vo (t+dt) =V, (r',a ,t +dt)f +V, (r',a ,t +dt) €
pertanto al’istante t I'accelerazione dellamassa dm risulta

Vo (t+d) -Va(t) _dV, . adV, . _ A A
at = dt r+ a t =a (r,a,t)f +a(r,a,t)t

[1.18] &(t) = lim

Le equazioni di equilibrio [1.14] asseme all’equazione di continuita [1.8]
costituiscono il sistema di equazioni differenziali alle derivate parziai che con le
opportune condizioni a contorno descrive la dinamica di un fluido perfetto

incomprimibile. Il sistemaeil seguente

v, V. 1aV,

—+—+—=0

or r r oda

0 av

a—p+p dtr +pgsin(a) =0
[1.19] '

1op  _dv, -

Foa P ar +pgcos(a) =0

condizioni al contorno

Naturalmente le funzioni V., (r,a,t),V,(r,a,t) , p(r,a,t) devono essere definite

nel dominio Q individuato dalla regione occupata dal fluido.



1.4 LA CONDIZIONE DI IRROTAZIONALITA

Durante il moto del fluido la generica massa infinitessima dm pud ruotare
rigidamente e deformarss  a causa della distribuzione irregolare della velocita
Imponiamo che l'atto di moto della massa infinitesma sia solo quello di
deformarsi.Si é “vincolato internamente” il fluido eliminando il grado di liberta
rotazionale dellamassa dm.

Cerchiamo di determinare larelazione differenziadle che intercorre tra i parametri
che individuano il moto irrotazionale di un fluido perfetto incomprimibile.
Consideriamo la massa infinitesma dm=prdrda  dl’istante t .All'istante
t + dt,per effetto del moto (v. fig. 1.4), il punto B s sposta trasversalmente di una

quantita pari a

(du)s = (V)g cos(d?ajdt ~(V.)q sir{%jdt =

-V(r +i a _da tjdt—v (r +i a _da tj%dt
ot 20 27 ' 2’0 27)2

[1.20]

il punto D s sposta radialmente di

(A1) = ) 00f 2 ot~ (v % Ja -

—V(r —1 a +d_0( tjdt—v(r—ﬂ a +d_0( t)%dt
o 27 27 t 27 2)2

[1.21]

mentre il punto A s spostera radiadmente e trasversamente di

(du),= (Vr)Acos(d?a)dt + (Vt)Asir(%)dt =

-V(r _ﬂ a _d_a tjdt+v(r—i a _d_a t)ﬁdt
o 2’7 27 t 27 27)2

[1.22]



(64), = %) ood % ot -0, % Ja -

—V(r—ﬁ a —d—a tjdt—v(r—ﬂ a —d—a tj%dt
St 20 27 ' 2’7 27)2

[1.23]

Pertanto i lati AB, AD subiranno rispettivamente le rotazioni dp,dy che riferite
al’unita di tempo valgono (si sviluppa in serie di Taylor e s trascurano gli

infinitesimi del terzo ordine)

av,
ap_(au), -lou), o O v,
dt dr dt dr dt or
[1.24] v
ﬂ_(dur)D—(dur)A ~ aa det-thGdt_laVr Vt
- ; — _1o0vi Vi
dt (r—zr)dadt r da dt roo r

Per I'irrotazionalita imponiamo che le due velocita angolari siano identiche,
ovveroil lato AB deve ruotarein senso antiorario di un angolo pari aquello di cui

ruotail lato AD in senso orario durante il tempuscolo dt,ovvero

dB _ dy
[1.25] pradors
cioe

ov. 10V. V
[1.26] L--—t_—t

a rda r

La relazione ottenuta permette di ridurre il numero delle incognite del problema.

Sara possibile determinare la velocita della particella di fluido e la pressione che

10



esercita in un punto del campo di moto mediante la conoscenza della funzione

“potenziale di velocitd” d(r,a,t), definita nel dominio Q dalle relazioni

[y 29®

Vo=
[1.27]

190

V= o

Sostituendo nella condizione di irrotazionalita [1.26] precedentemente ricavata s

ottiene

[1.28] =

ovvero le derivate miste della funzione @(r,a,t) sono identiche.La relazione [1.28]
e condizione necessaria e sufficiente per la monodromia della funzione potenziale di
velocita ®(r,a,t) seil dominio Q risulta semplicemente connesso (un dominio Q si
definisce semplicemente connesso quando presa una qualsias curvachiusal [0 Q
ela s contrae fino aridurlaad un punto, questo punto e tutte le curve ottenute dal
processo di contrazione appartengono a dominio ).Nel caso in cui il dominio
risultasse a connessione multipla di grado n,cioé se esistessero n—1 curve chiuse

r, o Q,F 12,...,n 1 costituenti parte della frontiera di Q, per I’univocita del

potenzidle oltre ala condizione di irrotazionaita € necessario imporre che la

circuitazione della velocita attorno alle curve I j sianullacioe

- oP 0P
. VmI:££Vd+Vd:§—d +—dz=
[1.29] § ; x X +V, dz I ax X+, 42 0

] ] ]

Sostituendo nel sistema[1.19] lerelazioni [1.27] S ottiene

11



0’0 109 10%°0
ot
o2 ror roa?

o3 52 oot o -

ol ) 250 ot o, a0

condizioni al contorno

=0

[1.30]

Le ultime dueequazioni del sistema[1.30] sono condizioni necessarie e sufficienti
per I'indipendenza dalle variabili r,a della funzione tra parentesi graffa,definita su
un dominio Q che supponiamo connesso. Il sistema [1.30] s semplifica nel

seguente

aCD 100 16CD
arZ "ror roa’

1.31 ’
] e R s el e

ot
condizioni al contorno

dove F(t) & una funzione qualsias del tempo.Se il dominio Q non risulta

semplicemente connesso € necessario che sia soddisfatta anche la[1.27].

12



1.5 MOTO DI UN FLUIDO PERFETTO IRROTAZIONALE CON

SUPERFICIE LIBERA

Se durante il moto una parte del fluido e a contatto con I’ aria, la superficie libera di
separazione fluido-aria < non é nota a priori (v. fig. 1.5),ma & una ulteriore
incognita del problema. Infatti,in tutti i punti della superficieX la pressione relativae
nulla, e poiche la distribuzione spazio-temporale della pressione € incognita, |0
saraanche la superficieX.

Per individuare quest’ultima consideriamo la funzione n(x,t) riferita a sistema
OXZ, definita come la quota istantanea del punto dove finisce il fluido ed inizia
I"aria. Ipotizziamo che il fluido sia perfetto, incomprimibile ed irrotazionale. Le
incognite sono il potenziale ®d(r,a,t), lapressione relativa p (r,a,t) el elevazione
d'onda n(x,t). Dall'applicazione della Il legge di Newton e del principio di
conservazione della massa si sono ottenute le equazioni che legano il potenziale
®(r,a,t) e la pressione relativa p (r,a,t), riassunte nel sistema differenziale
[1.31].

Determiniamo adesso, le relazioni differenziali che intercorrono tra I’ elevazione
donda n(x,t) e le funzioni ®(r,a,t),p(r,a,t).

La superficie libera & isobarica ovvero per z=n = p=0(intutti i punti
della superficie X la pressione relativa e nulla), pertanto dalla seconda equazione

del sistema[1.31] otteniamo la prima relazione differenzide

s e8] ) o

13



Inoltre lagenerica particella cheal’istante t occupalaposizione sulla superficie
libera individuata dalla quota z(t) =n(x.t),al’istante t+dt per effetto della

velocita di cui eanimata al’istante t ,si sposta nel punto di coordinate

[1.33] {X(t +dit) = x(t) +V, [ x(t).n(x.t). ] ot

At +dt) = z(t) +V,[x(t),n(xt).{ dt

Imponiamo che all’istante t +dt la particella appartenga ancora alla superficie

libera cioe

[1.34] At +dt) =n[x(t +dt),t +d]

OVVero

[1.35] ZAt) +V, | ot =n[x(t) +Vy | o Ot +dt]

sviluppiamo in serie di Taylor ed arrestando 1o sviluppo a termini del primo

ordine e ricordando che dl’istante t la particella occupa la superficie libera
dla quota z(t) =n[x(t),1], otteniamo dopo aver diviso per dt, la seconda

relazione differenzide

5[] 5[]
136 V|, =— -
[ ] Z|z=n aX X|z= Gt

E possibile aquesto punto esprimere |’ espressione precedente in funzione di (r ,0()

tenendo conto della relazione che intercorre tra le velocita (V, ,V,) e (V. ,V,)

[V, 1 [cos(a) -sin(a)][V,]
[1.37] LVZJ_LSm(O() cos(O()JLVJ

14



e di quella che permette di esprimere le derivate parziai fatte rispettoa x,z in

funzione delle derivate parziali fatte rispetto a r,a

I_ﬂ—I cos (o) _sin(a) I_ﬂ]
139 I X I: r I or I

of cos(a of

5] | sn(a) r( )_[a—aJ

con f funzione generica La riformulazione della[1.36] in coordinate polari, da
un lato permette una rappresentazione formale omogenea delle equazioni,
dall’altro appesantisce le espressioni delle formule. Pertanto si conviene di

lasciare la[1.36] espressa infunzionedi x,z.

Ricavate le equazioni [1.32] e[1.36] che esprimono la dipendenza che esiste tra
I’elevazione donda e i parametri che individuano il campo di moto ed
esprimendo tutto in funzione del potenziade di velocita il sistema finale che

governa i cosidetti “moti a potenziale’ e il seguente

2°d 10d 170°d
+ -+ = =
&% r o roda?

L (ﬁ)l(ld@jz
P 2’0 or r da

L1 (ﬁ)l(ld@)z
pPAN 2’0 o r da

+ ,od—cD +,og[zo +r sin(a)] =F (1)

17
o) e

[1.39] condizioni al contorno

15



con l'eventuale condizione da soddisfare nel caso in cui il dominio Q non sia

semplicemente connesso

oo 0P
[1.40] &dX+EdZ—O

M

dove T, sono curve chiuse costituenti parte dellafrontieradel dominio.

1.6 MOTI ONDOSI IN CAMPO LIBERO DA OSTACOLI

Ipotizziamo che laregione Q occupata dal fluido sia priva di ostacoli e che una
parte di essosia acontatto con aria: il fluido presenta unasuperficie libera.

Con riferimento a sistema ortogonale OXZ indicato in fig. 1.6 consideriamo il
dominio Q limitato lungo I'asse Z cioé

(-d<z<n(xt)
[1.40] J 0td [&e [,d@ 0

CON — < X<+
Diremo che il moto dd fluido avviene su profondita d costante.In campo
marittimo, I’ interesse maggiore e rivolto ai moti ondosi, ovvero aquei moti che s
ripetono nel tempo e nello spazio secondo una certa periodicitd Abbiamo
studiato in precedenza che i parametri fisici che permettono di determinare il
campo di moto di un fluido perfetto incomprimibile irrotazionale con superficie

libera sono il potenziale di velocita ®(r,a,t),la pressione relativa p (r,a,t) e

16



I'elevazione d’onda n (x,t). Seil moto & ondoso significa che I’ elevazione o onda

n(x,t) éuna funzione doppiamente periodica delle variabili X e t ,cio&

Ox,zO Q) Ot -I{e@, [

[1.41] n (x.t)=n (x+L,t+T) T,L>0

dove definiamo L lunghezza d'onda e T periodo donda Pertanto fissato un

istante di tempo t la superficielibera s presenta come una funzione oscillante
f(x) =n(xf) di periodo spazideL, oppure fissato un punto della superficie
stessa individuato dall’ascissa X e I'ordinata Zt)=n(x,t), la quota istantanea
Z(t) oscilla nel tempo con periodo T.La periodicita della funzione n(x,t)
permette di eseguire lo sviluppo in serie di Fourier dispari (si ipotizza che n (x,t)
sia antismmetrica rispetto a X e t ,cio0 non toglie generalita all’impostazione del
problema ) ovvero

[1.42] n (x,t) = i innym(z) sin (nkx +nmot) k=21 , =20

n=0 m=0

Searrestiamo o sviluppo ai primi termini della serie otteniamo |’ espressione
H .
[1.43] n(xt)= Esm(kx+oot)

incui itermini costanti che figurano nella serie sono stati considerati nulli

perché si eimposto che

X/a2
: 1J‘ ~
[1.44] Jim n(x,t)dx =0

-X/ 2

17



ovvero laprofondita riferita alasuperficie libera € mediamente costante evae
d.ll parametro H s definisce dtezza d'onda. La [1.43] puO essere interpretata
fisicamente come un'onda di superficie che s propaga nella direzione delle X
negativeL’aver assunto n(x,t) periodica implica che sia il potenzide di
velocitd che lapressione sono funzioni periodiche. La semplificazione ottenuta e

valida sotto lacondizione limitedi Stokes (XX)

H kH

Cio significa che il moto & periodico con celerita c=L/T, s manifesta nello
spazio con delle sinusoidi di ampiezzainfinitesima rispetto allalunghezza d’ onda L
e nel tempo sard un moto lentissimo, cioe le particelle sono animate da una velocita
che € proporziondle ad H. Pertanto il potenzide di velocitd € anch’esso
proporzionalead H,cioe @d(r,a,t)d H.

Nel sistema [1.39] di conseguenza

(G5 o ) v (50), A% et

pertanto i termini di ordine superiore ad H possono esseretrascurati ottenendo

il sistema valido a primo ordinedi Stokes

18



7’0 10d 170%°0
+ -+ = =
&% r & r da?

p+p%+pg[zo +r sin(a)] =F (1)

,09/7+,0(?t)j = F(t)

[1.46]

La condizione a contorno aggiuntaesprime I'impossibilita che una particella che
s trovi dla quota z=-d, cioé sul fondo,ad un istante t generico, abbia una
velocita V, non nulla Se cio fosse possibile la particella tenderebbe a
compenetrare il fondo oppure acreare una zona di vuoto e tali condizioni di
moto sono assurde dal punto di vistafisico.

La soluzione andlitica del sistema[1.46] é statafornitada Stokes e ha espressione

[1.47]

19



GDW(r,a,t ) = gi}%cos{kr cos(a)+a)t] +;J~ F(f) dé

0

Hw(r,a.t) = |;sen[kr cos(a) +a)t]

H cosh[k(z + d)]

pW(r,a,t):—pgz+ PY, cosh(kd) sen[krcos(a)+a)t] =

=—,ogz+ApW(r,a,t)

2
ktgh (kd) = £~
g
con
j X=r cos(a)
[1.48]
z=-h+rsin(a)
Se il moto avviene su profondita infinita cioé I_>+oo (kd - +c0) le

espressioni [1.47] s semplificano nelle [1.49]

20



t

Z'Z)e-khe‘k's‘"(”) cos[ kr coa) + a)t] +;J. F(E) d¢

0

QDW(r,a,t): g
nw(ra,t) = I;sen[kr coda) +a)t]

pu(r,at) = -pgz {pg;'e‘”“e""s"”(”) sen[kr cos(a) +a)tﬂ =

:—pgz+ApW(r,a,t)

k=%
g
[1.49]
I nfatti
B ((CA:)) R
J kd-+o  cosh(kd)
[1.50]
lim tgh(kd) =1
kd - +o0

Possiamo concludere che sotto lavalidita del limite di Stokese nell’ipotesi di

campo libero da ostacoli, esiste un regime di moto periodico caratterizzato dalle

funzioni n,,,®,,Ap,: Ap, indicala variazione che subisce la pressione idrostatica

-pgz per effetto del moto ondoso,n,, indica la variazione della quota della

superficie libera rispetto alla condizione di quiete e @, il

potenziale di

velocitd. Indichiamo il regime di moto ondoso in campo libero da ostacoli come

quello prodotto da un’onda regolare detta “incidente”.
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